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要 旨 最節約原理に基づ＜系統推定において生じるいくつかの概念的・計算的問題は， 離散数学（組合せ

論・グラフ理論·半順序理論）を用いて解決することができる．本論文では，生物分類学と系統学における分

岐分類の手法が抱える三つの組合せ論的問題を論じる．

第ーの問題は， 形質状態データ行列からの最節約分岐図の構築に伴って生じる． 分類群間の包含関係に基

づく半順序集合として分岐図を定義すると (Minaka, 1987), 複数の最節約分岐図の集合を単一の Hasse 図と

して表現することができる．系統樹は分岐図とは概念的に異なる．順序構造としての系統樹は，分岐図とは異

なり．祖先子孫関係という別の順序関係から構築されているからである．また，それらの分岐図の集合はある

集合 Boole 代数の部分構造と解釈され，分岐図の直和・直積演算 (Minaka, 1990) および順序情報量を定義で

きる．分岐図の直和は，各分岐図の OTU 数に等しい次元をもつ Boole 代数の部分構造として網状の Hasse

図を形成する．代数的にこの Hasse 図を解釈すると， もとの分岐図のすぺての分類群の包含関係に関する情

報はそこに保存されている．分岐柊lの直積もまた同様の網状の Hasse 図を形成する． しかし，＇その Hasse 図

が埋めこまれる Boole 代数はもとの分岐図よりも高次元である． これらの分岐図演算は，複数の分岐図のも

つ情報を簡潔に要約するのに用いることができる．半順序に基づ＜分岐図の定義を用いるもうーつの利点は，

分岐図あるいはその集合のもつ順序情報量を全順序拡大の個数の相対値として定量化できることである．ぁ

る分岐図の全順序拡大の個数は，その分岐図の順序イデアルの全体集合の Hasse 図から計算できる．

第二の問題は，分岐図の全長に関する樹長分布の組合せ論的特性である．樹長分布の特性を，同時分布およ

び周辺分布と関係づけながら論じる． 分岐図長の同時分布とは， 各形質に対する分岐図の長さを軸とする多

次元空間内での頻度分布である．この同時分布を全長軸に対して射影することにより，樹長分布が得られる．

この射影に伴う次元の減少（多次元→ 1 次元）は，情報の損失をもたらす．実際樹長分布においては，全長

は同じで樹形の異なる分岐図の群の存在に関する情報が失われている． なぜなら， 樹長分布を構築するとき

の射影の方向は，分岐図間の樹形の差を表す方向（全長軸に直交する）と平行しているからである．

第三の問題は，ある分岐図のもとでの仮想的形質状態の最節約的な復元に関係している. Farris (1970) と

Swofford and Maddison (1987) は， 順序的形質について， HTU 復元のための方法を提案した． 最近，

Hanazawa, Narushima and Minaka (1992, to appear) は，彼らの方法をより一般化するアルゴリズムを与

えた. Hanazawa et al. は, Swofford and Maddison (1987) において証明が不備であった命題の完全な証明

を与え， さらに多分岐的な分岐図に対する一般化を行ない， 与えられた情報のもとですべての可能な最節約

的 HTU 形質状態配置を枚挙する再帰的アルゴリズムを開発した．複数の最節約的 HTU 配置が存在すると

き，それらはある順序関係に基づくベクトル空間を構成する. ACCTRAN 配置と DELTRAN 配置はこのベ

クトル空間においてそれぞれ最大値・最小値となるだろう. HTU 形質状態の復元方法は生態学·行動学にお

ける種間比較に影響をもたらす．

キーワード：系統推定，分岐分類学，最節約原理，離散数学．組合せ論，比較法．

1. 系統分類体系をめぐって

生物分類体系を構築することは，生物群に関する形

質情報を体系化し，それに基づいて対象生物の分類を

行なうことを意味する．その際生物進化の歴史すな

ゎち系統発生の問題を避けては通れない．生物に関す

る形質情報を何らかの基準にしたがって要約・貯蔵し

必要に応じて検索できて，はじめてそれらの情報は

「体系化」されたといえるだろう．問題は，形質情報を

体系化するための基準をどうするのかという点であ

る． ここでは，単純な例を挙げて，形質情報の体系化

の意味を考えたい．

簡単な例として， ｛ヒト，イヌ，カエル｝という対象

生物群を考える． これらの生物は， リンネ式階層分類

体系では，図 l のように分類されている．図 l の階層

分類体系を支持する形質情報はいくつもあるが，その
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階層的分類体系

脊椎動物 (Vertebrata)
両生類(Amphibia)

ヵェル

哺乳類(Mammalia)
イヌ

ヒト

分岐図

• • 

ヵェル イヌ ヒト
図 I. 階層的分類｛本系と分岐図の対応．形質情報に基づく最節約分岐図と階層的分類体系を 1 対 l に対応さ
せるというのが， 分岐分類学の考え方である． 分岐図においては， 3 種の脊椎動物が作る分類群｛カエル， イ
ヌ， ヒト｝および｛イヌ， ヒト｝の包含関係だけではなく， それらの分類群を支持する形質情報も明示的に表示
できる． しかし，階層的分類体系では，分類群間の包含関係だけが明示的に表示される．

ヵェル イヌ ヒト
図 2. 非最節約分岐図における形質分布の表現．

図 1 と同じ分類群に関する，ある非最節約分岐
図上の形質分布の表現． ｛カエル， イヌ｝という分

類群を持つこの分岐図上では，恒温性という形質

の分布を説明するのに， 2 回の形質変化を要求し

ている．

うち「恒温性」ならびに「背骨の存在」という二つの

形質を考える．前者はイヌとヒトに限定されている

が，後者は 3 種すべてに分布している形質である．こ

のとき，上の階層的分類体系の持っている構造［分類

群の間の集合論的包含関係の構造］は，分岐図 (clado­

gram) というグラフによって表示することができる．

この包含関係の構造は集合論でいう "Venn diagram" 

を用いても表現することができ，｛カエル（イヌ，ヒ

ト｝｝と表される．それでは，この分岐図は，形質の情

報をどのように体系化しているのだろうか．次の 2 点

を指摘することができる：

1) 形質の「共有性」の表示：それぞれの形質が

どの生物に観察されるのか，また，ある形質

を共有する生物はどれかが明らかになる．

2) 形質の「普遍性」の表示：共有形質の分布の

相対的な広さが明らかになる．例えば，恒温

性と背骨の二つの形質を比べると，後者を共

有する群が前者を共有する群を真部分集合と

して包含しているので，背骨の方がより普遍

性の高い（分布の広い）共有形質であること

がわかる．

共有形質に基づいて生物群を分類することにより，

形質の分布に関する情報が効率的に要約されているこ

とに注意されたい．情報の体系化という観点から分類

体系の評価を下すならば， もっとも単純に形質情報を

要約できる分類体系が最適な体系として選択されるの

である．例えば，上の例で（｛ヵェル，イヌ｝ヒト）とい

う対立仮説（図 2 を参照）を考えると， この分類体系

は背骨の形質分布をうまく説明できても，恒温という

特性の分類学的分布を効率的に説明できない．図 2 の

対立仮説のもとでは，恒温性という形質の分布をイヌ

とヒトで別々に記載しなければならないから，形質情

報の要約の観点からはこの分類体系は非効率的であ

る．

この単純な例からもわかるように，分類体系の対立

仮説がいくつかあるときに，形質情報の要約という定

量的観点から仮説間の客観的評価を下すことが可能に

なる．対立仮説のうち， もっとも単純に形質分布を説

明できる仮説を選択するという原理一「最節約性

(parsimony) の原理」というーは，分類体系の構築を

考える上できわめて重要な基準であるといえる．最節

約原理に基づ＜系統推定法（「最節約法」 parsimony

method と呼ばれる）は， もともとは分岐分類学 (cla­

distics) という系統分類学の一方法に由来するもので

ある (Wiley, 1981; Wiley et al., 1991). しかし，現在

では形態学的形質だけでなく分子レベルの配列データ

をも解析できる手法として系統学において広く用いら

れている．

系統発生に基づく生物分類体系ー「系統体系」 (phy­

logenetic sysytem) という一を構築するための方法

はさまざまな問題を含んでいる．その第ーは，上で述

べた最節約原理に基づ＜推定量である最節約分岐図が

推定量としてどのような統計的性質を持っているかと

いう問題である．近年，この点については最尤法
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(maximum likelihood method) と最節約法の支持者

の間で活発な論争が見られる．分岐分類学において実

践されている最節約原理に基づ＜系統推定は，実際の

進化プロセスに関する仮定（モデル）を最少にしつつ

分岐図の構築を行なおうとする．この点で最節約法

は，進化モデルを厳密に規定する最尤法とは異なって

いる． しかし， Sober (1988) が試みたように，最節約

法をある弱い進化モデルに従う系統推定法とみなすな

らば，最節約法の与える分岐図は最尤推定値であるこ

とが証明されるかもしれない．それが成功したならば

（現時点ではまだ "open problem" だが），最節約法と

最尤法は，異なる進化モデルのもとでの最尤推定を行

なうという点で共通しているといえるだろう．

最節約原理の分岐分類学における位置づけに関して

は，生物学・科学哲学· 統計学などさまざまな観点か

ら議論されている．これらの問題に興味のある読者

は，最節約法を支持する Sober(1983, 1985, 1988) と

最尤法を支持する Felsenstein (1983, 1988) および誌

上論争 (Felsenstein and Sober, 1986) を参照された

し'·

2. 組合せ論的問題としての系統推定

最節約法のさまざまな側面は，前節で言及した統計

学的問題だけでなく，組合せ論 (combinatorics) と一

あるいはもっと一般的に離散数学 (discrete matheｭ

ma tics) と一密接な関係を持つことが知られている．

（系統分類学に関連する範囲の離散数学については，

三中 (1991) の「付録」を参照されたい．） グラフ理

論・組合せ論・順序理論などを包括する離散数学は，

もっとも新しい数学の一領域であるが，最節約法に基

づ＜系統推定の根本問題のいくつかは離散数学の応用

例として典味深い問題を提起している（三中， 1991, 

1992a). 以下で「組合せ論的」という言葉を用いると

き，それは解こうとする問題が離散数学的に扱えるこ

とを意味する．

組合せ論的にアプローチできる系統推定問題とし

て，具体的に次の二つを議論する： 1) 分岐図の樹形

（トポロジ一）の推定； 2) ある分岐図のもとでの仮想

的形質状態の復元．第ーの問題は従来からあった系統

学上の問題だが，形態・分子のデータが急速に蓄積さ

れている今日では，大量の形質情報から迅速に分岐図

を作成する手法と得られた分岐図の信頼性の評価方法

の開発が大きな課題となっている．第二の問題は，従

来は第ーの問題に付随する二次的な問題と考えられて

いた．しかし，仮想的共通祖先での形質状態の復元は，

分岐図の樹形の推定とはまた別の独立した組合せ論的

問題であることがわかってきた．最近の行動学や生態

学における「比較法」 (comparative method) が形質

進化の時間的順序と相関を議論するようになって，こ

の認識はさらに強まっている（三中， 1991).

3. 分岐図の樹形（トポロジ一）の推定

ある形質データのもとでの最節約的な分岐図推定

は，グラフの末端点 (OTU: 操作的分類単位）に関する

制約条件（形質状態）が与えられたとき，いくつかの

仮想的な内部点 (HTU: 仮想的分類単位）を適当に構

築しながら，全長が最少となるグラフを決定するとい

う問題として定式化できる． このある制約条件のもと

での最短グラフの構築という問題は，グラフ理論で

は，「Steiner 問題」として有名である．実際，最節約

原理に基づ＜系統推定は一種の Steiner 問題としてみ

なされる. Sankoff and Rousseau (1975: 240) によれ

ば，系統推定における Steiner 問題とは， OTU の形質

状態の情報が与えられたときに，適当な仮想的分類単

位 (HTU: Steiner 点とも呼ばれる）を分岐図の内部分

岐点に配置することにより，全長が最小となる分岐図

の全体的な樹形を決定する問題と定義できる． した

がって， 樹形と HTU 形質状態の同時推定を行なう必

要がある． これは非常に困難な問題であり，計算機科

学上の最難度問題群である「NP 完全」 (NP-complete)

というカテゴリーに属している (Grahamand Foulds, 

1982). NP 完全問題は本質的には解決されていない

（解決可能かどうかさえよくわかっていない）． しか

し，合理的な計算時間の範囲で，最節約分岐図を完全

枚挙あるいは発見的探索するためのアルゴリズムはよ

＜研究されている．たとえば，完全枚挙による大域的

最節約分岐図を発見するために，分枝限定法 (branch­

and-bound method: Hendy and Penny, 1982) が開

発されている．また，分枝限定法が使えないほど多く

の OTU を含むデータに対しては，枝を交換すること

により全長のより短い分岐図を探索するためのアルゴ

リズムがいくつか開発されている (Swofford and 

Olsen, 1990). (最節約分岐図の構築を含む，コン

ピュータ一を用いた系統分析ソフトゥェアについて

は，三中・斎藤 (1992) がそのリストを作った．）

しかし，そもそも分岐図とは何か，そのグラフはど

のような構造を持ち，どんな情報を表現しているのか

については，必ずしも研究者間で同意が成立している

わけではない (Minaka, 1987). また，ある形質データ

のもとで，可能なすぺての分岐図の樹形がどのような

頻度分布を示すのかについては，まだ研究が始まった

ばかりてある (Hillis, 1991; Huelsenbeck, 1991). こ

れらの点について，私自身の考えもまじえながら論じ

る．

3.1 分岐図の枚挙と体系化

分岐図をある種の系統樹であるとみなすならば

(Wiley, 1981 のように），分岐図という概念そのもの

の存在価値はおそらくなくなるだろう．しかし，私は，

分岐図と系統樹はそれぞれ異なる種類の関係を表示し
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ていると考えている．分岐図は分類群間の包含関係を

表すグラフであるのに対し，系統樹は OTU (種など）

の間の祖先子孫関係を示すグラフである．分岐図と系

統樹は，そこに図示されている関係の種類こそ異なっ

ているものの．ともにある順序関係の構造を示すグラ

フであるという点ではまったく違いはない．分岐圏や

系統樹が順序構造であるという観点に立脚すると，そ

れらの構造に対する半順序理論 (theory of partial 

〇rders) 的な定義が可能になる． いま，分類対象であ

る OTU の集合を S とし， S の部分集合全体の集合を

p(S) [S の幕集合という］と書く． このとき分岐図 C

とは次の条件を満たす p(S) の部分集合 [C 構造と呼

ぶ］のグラフ (Hasse 図）である (Minaka, 1987; 三

中， 1991):

1) SEC かつ¢缶C;

2) 任意の X, Y(EC) に対して xnY*<P なら

ば， X<:;;:Y または Y<:;;:X;

3) 任意の X,Y (ES) に対して xcfcy ならば，

次の 2 条件を同時に満足する X, Y (EC) が

存在する：

条件 1) xEX かつ y 缶X;

条件 2) X 缶 Y かつ yEY.

この定義に従うかぎり，枚挙の対象となる分岐図は，

p(p(S)) という有限集合の要索である．分岐図の半順序

理論的モデルとしての C 構造は，集合論的な包含関係

を前提として定義されている． この時点で，われわれ

は「分岐分析において何を枚挙するのか？」という問

題に対するある解答を得た．すなわち「有限集合 S の

うえで定義された包含関係による半順序集合 p(S) の

部分集合である C 構造全体からなる集合」の中での要

素 (C 構造）の枚挙が焦点になる．

上のように半順序理論的に樹状図を定義すると，従

来は明確に理解されていなかったいくつかの点を明ら

かにすることができる (Minaka, 1987; 三中, 1991). 

なお，亀井 (1992a, b) は，多次元空間内での超立方

体（集合 Boole 代数と順序同型）の作図と解析のため

のパソコン用プログラムを開発した． さらに，汎用数

式処理ソフト MathematicaTM を用いれば，コン

ビュータ一を用いた一般の半順序構造の解析が可能だ

ろう (Skiena, 1990 参照）．

3.1.1 分岐図による系統樹集合の分割

分岐図は対象となる生物群の部分集合すべてから成

る幕集合のうえで定義された順序構造である（正確に

は分岐図はある順序構造の Hasse 図表現である）．一

方，祖先子孫関係という別種の順序関係を考えると，

その祖先子孫関係が定義される集合のうえでの順序構

造が系統樹であると規定できる (Minaka, 1987). 分岐

図集合と系統樹集合の間には準同型写像が定義でき，

その結果分岐図集合の各要素は系統樹集合を直和分割

することが証明された． したがって．分岐図が包含関

係を系統樹が祖先子孫関係を表示するグラフであると

考えるかぎり，両者の間に l 対 l の対応は存在しな

ぃ． これは分岐図が構造的に系統樹よりも包含的なグ

ラフであるという Nelson and Platnick (1981) の主

張の論理的支持である．樹状図の定義については別の

ところに詳しく書いているので (Minaka, 1987; 三

中, 1989), それらを参照されたい．

3.1.2 分岐図の集合 Boole 代数への埋め込み

悩集合上で定義される包含関係による可能な順序構

造のうち，全体集合を要素として持つ順序集合（半束：

semilattice) はその Hasse 図が分岐的な樹状図にな

る． したがって分岐図はある条件を満たす半束構造と

いえる．この半束構造にさらに空集合を付加して網状

性を付与した構造を束 (lattice) といい，特に認集合の

全要素は集合 Boole 代数という束を形成する (Davey

and Priestley, 1990). この集合 Boole 代数という概

念は顛序構造としての分岐図をさらに一般化したもの

であり，任意の分岐図はある集合 Boole 代数の部分構

造として実現される． 集合 Boole 代数はその Hasse

図が多次元空間内の超立方体であるため，分岐図もま

たその多次元空間の中に埋め込まれることになる．集

合 Boole 代数は分岐図の構造を分析する理論的基礎

を与える．

現実のデータの解析においては，複数の分岐図の集

合を考慮しなければならない場合が少なくない．例え

ば，同程度に最節約的な分岐図が得られた場合とか，

所属不明の分類群がある場合．あるいは．多分岐を解

釈する場合がそれに当たる (3.1.3 節を参照）．さらに．

分断生物地理学 (vicariance biogeography) において

は．複数の種分岐図 (species cladogram) の比較とそ

れらの持つ情報をふまえた地域分岐図 (area cladoｭ

gram) の構築が目標である (Page, 1990). しかし，現

在の分岐分類学は単一の分岐図の持つ情報を解析する

手段は持っているが，複数の分岐図の集合全体が持つ

情報を解析したり統合したりする理論体系をまだ構築

していない．複数の分岐図から合意樹 (consensus

tree) を計算するという方法もあるが， もとの分岐図

集合の持つ情報はかなり失われてしまう (3.1.4 節を

参照）．集合 Boole 代数を用いることは，解決への一

つの手掛かりになると私は考える． この問題は．今後

さらなる研究が期待される（行列を用いた複数の分岐

図の同時表現法を開発している Ragan, 1992, in 

press をも参照されたい）．

3.1.3 分岐図の直和と直積

分岐図を多次元超立方体である集合 Boole 代数の

一部分と考える利点の一つに，複数の分岐図に含まれ

る梢報を統合できるという点が挙げられる．分類群が
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図 3. 分岐図間の直和演算分岐図の内部分岐点は，未端点 (OTU) から成る部分集合である．たとえば，内

部分岐点 ab は部分集合 {a, b} を意味する. a) 二つの異なる分岐図の直和浪算. b) 直和浪算の結果得られる網

状図. c) 網状図を 3 次元集合プール代数の中に埋め込む．直和演算は，同程度に最節約的な分岐図が複数個
存在するとき，それらの持つ情報を統合するときなどに用いる．

abed 
abc 分岐図

d 

I 
tp 

abed 

ad 

網状図

完全に階膀的であるならば，対応する順序構造の

Hasse 図は分岐的であるが，非階屈的である場合には

Hasse 図は網状的になる．この網状 Hasse 図は任意の

"' 集合ブール代数

図 4. 分岐図間の直積演算 a, b, c, から成る分

岐図と d のみから成る分岐図 (singleton) の間の

直積演算 a) まずはじめにそれぞれの分岐図に

空集合(</>)を付加する. b) 二つの分岐図の間で
包含関係の直積を計算する. c) 得られた結果を 4

次元集合プール代数に埋め込む．直積演算は所属
不明の種を既存の分類体系に組み込むときなどに

用いられる．

分類群の集合の順序構造を正確に記述できる図式表現

である． しかも，交雑現象など特定の進化モデルを仮

定する必要はまったくない．網状 Hasse 図をもとにし

て，二つの分岐図の構造を統合する直和演算 (direct

sum: I~3) と分岐図に不確定要素を組み込む場合の

直積演算 (direct product: 図 4) を定義する (Minaka,
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図 5. 分岐図の順序イデアル（上下逆転させた双対として表示している）．図左に示した分岐図の根 (El を必
ず含むすべての部分木（順序イデアル）を図右に示した．

1990). 直和は同程度に最節約的な複数の分岐図の情

報を統合する場合に使える．ー方，直積ば帰属不明の

分類対象を分岐図に組み込むときなどに使える．

3.1.4 全順序拡大に基づ＜分岐図の情報量

半順序理論は，また分岐図の順序情報量を測定する

ことを可能にする．順序構造の情報量の尺度として

は，全順序拡大 (linear extension: Stanley, 1986) が

適当であるとされている (Atkinson, 1985, 1989). 全

順序拡大を求めるには，まずはじめに，ある分岐図の

順序イデアルをすべて求める（図 5 にはその双対を示

した）．順序イデアルとは，分岐図の根（図 5 の E) を

含む部分木である．次いで，得られた順序イデアル集

合の Hasse 図を作成する（図 6). この Hasse 図の最

小元から最大元への最短経路の個数が全順序拡大の個

数である. n 個の要素（部分集合）から成る順序構造

の全順序拡大の最大個数は n! (反鎖に対応する）であ

る． したがって，全順序拡大の個数を z とすると，

z 
/=-log2-

n! 

で定義される量 (Atkinson, 1985) は， その分岐図の

順序情報量の尺度として用いられる．

この全順序拡大を用いることにより，個々の分岐図

の順序情報量のみならず，網状 Hasse 図の形式に統合

された任意の分岐図の集合全体の情報量を数値化する

ことができる．例えば，従来から非階層的な分類群の

配置の表示に用いられてきた多分岐的分岐図は，全順

序拡大の尺度のもとでは，対応する網状 Hasse 図と比

べて順序情報量が小さいという結論が得られる（三

中， 1993a).

祖先子孫関係の構造を図示する系統樹は，上で定義

した C 構造の派生構造として導かれる．また，最近の

分子系統学では unrooted tree を作ることが多いが

（三中・斎藤 1993), このタイプのグラフはある条件

を満たす rooted tree (例えば分岐図）の集合と見なす

ことができる．つまり，ある unrooted tree は，それ

を rooting することにより得られるすべての分岐図の

集合であると定義できる．

3.2 樹長分布の組合せ論的特性

分岐図の信頼性を統計的に評価する方法には， もと

の形質データからの無作為再抽出に基づくプーッスト
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図 6. 分岐図の全順序拡大と情報量．図 5 で示
した順序イデアルの集合 f(C) に対する Hasse

図を作成する．最小元である空集合(¢)から最大
元であるもとの分岐図 ("ABCDE" で表示）まで

の Hasse 図上の最短経路（極大鎖）の個数 z(C)

は，その分岐図の全順序拡大の個数に等しい． こ

の図では z(C)=8 であるから， この分岐図の順序
情報量は I=-log2(8/5!) = 3.907 と計算される．

ラップ法 (Felsenstein, 1985b) や分岐図の枝の長さの

頻度分布（樹長分布）などがある．前者は分岐図のあ

る枝がどれほど再現性があるかを調べる方法であるの

に対し，後者はもとの形質データにどれほどの系統学

的情報が含まれているかを調べる方法である．プーツ

ストラップ法はこれまでも統計学的方法として広く用

いられてきたが，樹長分布の解析はほとんど進んでい

なかった．図 7 は，光合成植物の暗反応回路において

CO2 を取り込む反応を触媒する酵素 Rubisco の大サ

プユニット遺伝子の DNA 塩基配列に址づ＜分岐図の

樹長分布である (Fujiwaraet al., to appear). OTU 数

が 10 程度ならば比較的短時間に全数調査に基づ＜正

確な樹長分布曲線を作成することができる．また，

OTU がそれよりも大きな場合には， 分岐図の全体集

合から無作為抽出することにより，樹長分布の形を推

定すればよい． プーッストラップ法は現在多くの系統

分析ソフトゥェアに組み込まれているが，樹長分布解

析も PAUP version 3.0 (Swofford, 1990) を用いれば

可能である．

3.2.1 樹長分布· 同時分布・周辺分布

これまでこの種の樹長分布から得られる情報として

は，分布曲線の歪度 (skewness) が有）fl であるといわ

———— 
saa,1 
10 
,
a
q
 E
 nN
 

100000 

Exact Tree-length Distribution 
(34,459,425 trees) 

gl = -1.533 

三O I , , • 600 650 700 750 800 850 900 

Tree length 

950 1000 1050 I 100 

図 7. DNA 塩基配列に基づ＜藻類の最節約分岐
図と樹長分布. a) 光合成の暗反応 (Calvin 回

路）において CO2 の取り込みに関与する酵素
Rubisco (リプロースニリン酸カルボキシル化／

酸素添加酵素）の大サプユニット (rbcL) の

DNA 塩基配列に基づく最節約分岐図． データは
Fujiwara et al. (to appear) を用い，種名は記号

(A~K) で表示した. DNA 塩基配列の大きさは
1491 塩基対であるが，実際の計算では GC 含量

のバイアス補正のためアミノ酸配列に変換した配

列データ (497 アミノ酸）を用い，分枝限定法に

より網羅的探索を行なった．分岐図の枝のタイプ
は 1000 回のプーッストラップに基づく信頼度を

表し，各枝に付けた数値は DELTRAN 最適化配

置 (4.2 節参照）のもとでの各枝の長さ（置換

数）である. b) このデータのもとでの樹長分布．
OTU 数が 11 のときの可能なすべての分岐図
(unrooted tree で 34,459,425 個）の樹長を数え

上げることにより作成した．計算は， PAUP verｭ
sion 3.0 (Swofford, 1990) による．

れてきた (Hillis, 1991; Huelsenbeck, 1991). n 個の分

岐図から成る樹長分布の歪度は次の式で示される：
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図 8. 樹長分布 ・ 同時分布・周辺分布の関係. 6 個の OTU (A~F) に関して 2 個の二値的形質 m1,m2 が観察
されたとする．可能な 105 個すべての分岐図 (unrooted) について，各形質に対する全長 (1 以上 3 以下）を
2 次元の頻度分布で示したのが同時分布である． それぞれの形質軸に対してその同時分布を射影することによ
り周辺分布が得られる． さらに， mげm2 軸に対して同時分布を射影すると樹長分布が得られる．同時分布に
おける m1 -m2 軸方向は同じ全長を持つ分岐図の構造的な差異を表すと解釈できる ． しかし， 樹長分布には
この分岐図間の差異は反映されない．

I " 
ー :E(L;—£)3 
n i=I 

g1= 

｛旦紐—肛}+
L;: i 番目の分岐圏の全長

L n 個の分岐図の全長の平均
g1<0 のとき分布は「左に歪んでいる」 (left-skewed)

といい， gl > Q のとき「右に歪んでいる」 (right­

skewed) という．もとの形質情報が系統学的な情報を

多く含むほど（ノイズが少ないほど），樹長分布が左に

歪み， 歪度はより大きな負の値を取る．樹長分布のこ

の性質は，数値的には調べられていたが，解析的研究

はまだ始まったばかりである．

いま n 個の二値的形質 I, 2, ... , n を考え，各形質の

もとでの分岐区）の枝の全長を確率変数 mi, m2, ... , mn 

と表す．第 i 形質の二値的状態がそれぞれ a; と b; 個

の種に分布したとすると (aけ b;= 全種数），確率変数

m; の分布関数 /;(a;, b;) は

f;(a;, b;)= 
(m; —I) !(2n ー 3m;)(2n-5)!!

(2n-2m; —!)!! 

x N(a;, m;)N(b,, m;) 

ただし N(x,y): = 
(2x-y-1)! 

(x-y) ! (y-1) ! 2•-y 

によって解析的に表現できる (Carteret al., 1990). こ

の頻度分布曲線 f, は n 形質に関するある同時分布

f,.2. …. n の周辺分布であると規定される．つまり，任意
の i に対して

f;(a,, b,)=五 f,,2 .... ,. (a,, a2, ... , a.; bi, 妬，..., b.) 

という関係式が導かれる. n 形質に関する分岐図の全

長 L は，

" 
L:= I:m, 

;~1 

と定義されるから， 全長 L の確率分布は上の同時分布

に従う n 変毘 m1, m2, ... , mn の和の分布である． もっ

とも ， 現時点では同時分布や樹長分布の解析的表現式
は求められていない．

樹長分布 ・ 同時分布 ・ 周辺分布の相互関係について

は，図 8 に示した仮想例を見られたい． 二つの形質

m1,m2 についての同時頻度分布のもとで，樹長分布は

mげm2 方向の軸に沿った分布である． したがって，

その法線方向 (m1-m2 方向）の情報は樹長分布にお

いては失われていることになるところが， この法線
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方向の情報とは，同程度の最節約性を持つ分岐図（長

さが同じ）の構造的差異を反映する情報である．例え

ば． 図 8 の樹長分布で全長 3 という長さを持つ 10 個

の同程度に最節約的な分岐図について， もとの同時分

布ではその半数が (mi,m2)=(1, 2) に属し，残る半数は

(m1, m2)=(2, 1) に属している．分岐図の構造のうえか

らいえば．同時分布上の点 (1, 2) に属している 5 個の

分岐図は (ABC) という枝（または clade) を共有して

いるのに対し．点 (2, 1) に属している 5 個の分岐図は

(BCD) という枝を共有している．明らかに， もとの同

時分布を mげm2 方向に射影して樹長分布を作ると，

m1 ―加方向の情報は捨てられている．

与えられたデータのもとで同程度に最節約的な分岐

図の間の構造的差異については，最近関心が高まって

いる．例えば, Hendy et al. (1988) は分岐図間の類似

度 (symmetric difference metric) を用いて最節約分

岐図間の表形的距離を測定している. Maddison 

(1991) は分枝交換の回数によって分岐図間の類似度

を規定している． しかし．そのような 1 次元的な距離

変量では分岐図間の類似性は間接的にしか表現できな

いと思われる．むしろ 2 次元以上の形質空問での直接

的な多変量解析に基づ＜分岐図の構造分析を目指す必

要があると私は考えている（三中, l 992e, to appear). 

3.2.2 制約樹長分布に基づ＜分岐図の信頼性評価

樹長分布に関係するもう一つの問題は，分岐図長の

準最節約性である．最節約分岐図に近い全長を持つ分

岐図はトポロジー的に互い類似する傾向がある（三

中， 1992b). この事実は，最節約および準最節約分岐

図の集合には共通の枝があることを示唆している．言

いかえれば，それらの分岐図がよい成績をあげたのは

最節約性の上で有利な枝を持っていたからであると考

えられる．樹長分布を用いれば，ある分岐図の枝（ま

たは clade) の存在が，分岐図の全体集合の中で「平均

的」に最節約性にどの程度貢献しているかを調べるこ

とができる（三中， 1992d). 以下の議論では，樹長分

布は全数調査によって決定されるものと仮定する．分

岐図の全体集合からの無作為抽出の場合についてはこ

こでは論じない．

いま，ある枝 G の存在をトポロジー的な制約条件と

する分岐図の集合を考え，その制約付きの樹長分布を

「G 制約分布」 fie と呼ぶことにする.G 制約分布のも

とでの樹長分布 fie の平均 E と無制約分布f (もとの

樹長分布）の平均を比較することにより，その技 G の

妓節約性への貢献度を計ることができる．つまり，そ

の枝の存在を樹形上の制約とする樹長分布の平均値

が， もとの無制約樹長分布の平均値よりも小さいなら

ば，与えられたデータのもとでその枝は分岐図の最節

約性に対して平均的に正の貢献をしたと判定される．

ここで，この最節約性への平均的貢献度を枝 G の「強
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図 9. 分岐図に対する構造的制約. a) 図 7a の分

岐図の二つの枝の強度を調べる．枝 F+G およ

び枝 D+E をそれぞれ制約 1 および制約 2 と呼
ぶ． プーッストラップ信頼度 (bootstrap repliｭ
cates における再現率： 3.2.2 節参照）では， 枝

F+G は枝 D+E よりも信頼度が著しく高いこと
に注意されたい. b) 制約 l および制約 2 のもと

での樹長分布． 各枝の強度 4 を見ると， 枝 F+
G は，枝 D+E と比較して，平均的に最節約性に

対してより大きな正の貢献をしているといえる．

度」 (strength) と呼び， Ll(G) と表すことにする．この

Ll(G) は上の定義により次式で表現される：

Ll(G):=E11c(L)-EJL) 

ただし E,(L) という表現法は， g という樹長分布のも

とでの分岐圏の全長 L の平均値を意味する. Ll(G)<O 

のとき枝 G は正の貢献，ー方 L/(G)>O のとき枝 G は

負の貢献をしている．

この強度 L/(G) を尺度として任意の分岐図に含まれ

るそれぞれの枝の最節約性に対する平均的貞献度を計

算すると，最節約的な分岐図ではどの枝も大きな強度

（絶対値の大きな負の値）を持つのに対し，非最節約的

な分岐図では各枝の強度は小さい（正の値または絶対
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値の小さな負の値）傾向が認められる （三中， 1992 

d). 図 9 は，前出の図 7 の分岐図において．樹形上の

二通りの制約を置いた場合の制約樹長分布である．制

約 1 (F+G) および制約 2 (D+E) のもとでの制約樹長

分布の平均値は，それぞれ 595.5, 624.1 である． した

がって，無制約分布での平均値 629.8 と比べると，枝

l と 2 の強度はそれぞれ .d(F+G)= ー 34.3, .d (D + E) 

= -5.74 となる． この結果は， F+G という枝（制約

1) は最節約性に対して平均的に大きな貞献をしてい

る「強い」枝であるが， D+E という枝（制約 2) は平

均的貢献度の小さい「弱い」枝であることを意味する．

ここで，上で述べた樹長分布解析とプーッストラッ

プ分析の比較をしておく （図 10). 両者はともに分岐

図の枝の「妥当性」を量的に評価するという共通の目

的を持っている． しかし，その評価の方法が異なって

いる．第ーの違いは，データの扱いである． プーッス

トラップ分析では， もとの形質データをある仮想的な

形質集合の「代表者」（無作為標本）と仮定し，その形

質データを母集団とみなして形質の再抽出を繰り返

す．その結果得られた派生的データのそれぞれについ

て最節約分岐図 (bootstrap replicate と呼ぶ）を作成

し，それらの分岐図における枝の出現率を計算してそ

の枝の信頼性の尺度とするわけである．ー方，樹長分

布解析では， もとのデータはまったくいじらない．第

二の違いは，調査対象となる分岐図の最節約性の程度

である．プーッストラップ分析では最節約的な分岐図

だけを調べる．ー方，樹長分布解析では， もとのデー

夕に対して最節約的・非最節約的のいかんを問わずす

べての分岐図の樹長を調査する．

両者のこれらの違いを考えるならば，樹長分布解析

とプーッストラップ分析は相異なる観点から分岐図の

枝の妥当性を評価しているものといえるだろう．それ

ぞれの手法の長所と短所については，今後さらに考察

する必要がある（三中， l992f, 1993b). 

4. ある分岐図のもとでの仮想的形質状態の復元

全長最小化という最節約基準を満たす分岐図の樹形

が決定されたとき，第二の問題として仮想的分類単位

(HTU) での仮想的形質状態の決定という問題がある．

すなわち， OTU の形質状態の情報が与えられ， 同時

に分岐図の樹形も与えられているときに，内部分岐点

に位置する HTU の最節約的な仮想的形質状態配置を

決定することである．ある分岐図の樹形のもとで，そ

の全長を変化させない， HTU に対する仮想的形質状

態の最節約的配置を枚挙することは，樹形の決定それ

自体とはまた別のタイプの組合せ論的問題である． も

ちろん，すでに述べた NP 完全である最節約分岐図の

樹形決定の問題と比べれば， この仮想的形質状態の決

定問題は難度が低い．それでもなお， グラフ理論のう

えでまだ未解決の問題が多く残されている．
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図 10. 樹長分布解析とプーッストラップ分析．
プーッストラップ分析では， もとのデータからの

再抽出を繰り返し行ない，分岐図の枝の再現率を

もって信頼度の尺度とする．樹長分布解析では，

もとデータに対する最節約・非最節約分岐図の全

長を調べ，ある枝の存在が分岐図集合全体の最節
約性に対して平均的にどの程度の貢献をしている
かをもって強度の尺度とする．

(Minaka, 1992; Hanazawa et al., 1992, to appear; 成

嶋ほか， 1993).

4.1 仮想的形質状態の復元アルゴリズム

初期の分岐分析の理論では，仮想的形質状態の決定

と最節約分岐図の決定は単一の問題だった．実際，

Hennig (1966) の系統分析理論や Farris (1970) の

Wagner tree 理論では，最節約系統樹が決まると同時

に HTU での仮想的形質状態も決定されていた．確か

に，それらの理論に基づく仮想的形質状態配置は最節

約的配置の一つではある． しかし，可能な最節約的配

置のすべてを網羅するものではなかった (Swofford

and Maddison, 1987). 樹形決定と配證決定を相異な

る二つの問題であると認識することが，まずはじめに

必要である（三中， 1992c).

以下では，形質として離散的形質状態をとるものだ

けを考える． しかし， この離散的形質の中には，形態

学的形質によく見られる「順序的」 (ordered) な形質と

DNA の塩基配列データに典型的に見られる「非順序

的」 (unordered) な形質の二つのタイプがある． たと

えば， a→ b→ c という形質変換系列を持つ順序的形

質を考えると，状態 a から C への変化のためには必ず

中間状態 b を経由しなければならない． したがって，
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図 11. 仮想的形質状態配附の網羅的枚挙. a) 順序的形質に関する Hanazawa et al. に基づ< HTU 形質状

態の復元アルゴリズム． もとの分岐図のある HTU(X) を参照点としてそれに隣接する HTU (または OTU:

図では R,~応）を起点とする部分木 (T,~T3) を考える．各部分木の末端 (OTU) から開始して逐次的に

HTU の Farris 区間を構築してい<. X に隣接する R,~凡の Farris 区間が決定された後．それらの区間の
メジアンを計算すれば X における MPR set (可能なすべての仮想的形質状態の集合）が求められる. b) 
HTU 形質状態の復元の実例 (Swofford and Maddison, 1987 の例）. 5 個の HTU (a~E) に対する MPR set 

（閉区間として表示した）が復元された．

状態 a から C への変化に要する変化回数は 2 である．

ー方，その形質が非順序的であるならば，任意の状態

は他の任意の状態に l ステップで変化できる．

上で指摘したように， Hennig の系統分類理論や

Farris の Wagner tree 理論では，可能な最節約的配

置を網羅的には発見できない．ここでの問題は， OTU

と樹形に関する与えられた情報のもとで，すべての最

節約的な形質状態配置パターンを枚挙することであ

る．順序的形質については， Swofford and Maddison 

(1987) が理論的に追究している． しかし，彼らの議論

は二分岐的系統樹に限定されており，また定理の証明

も部分的に不完全であった. Hanazawa et al. (1992, 

to appear) は， Swofford and Maddison (1987) の議

論を敷術し，任意の多分岐的分岐図のもとでの HTU

復元に関する一般的定理の証明と簡便な復元アルゴリ

ズムの開発を行なった．

このアルゴリズム（図 11 参照）は，次の 2 ステップ

から成る (Hanazawa et al., to appear): 

ステップ 1) 各 HTU に対する特性区間の決定：

ある HTU に関してもとの分岐図の根を取り

除き， unrooted tree を作る． 次いで， 末端

OTU からその指定された HTU にいたるまで

のすべての HTU の「Farris 区問」 (Swofford

and Maddison, 1987) を逐次的に作成する．そ

の結果，指定された HTU に隣接する HTU の

それぞれに対する Farris 区間が決まる．指定

された HTU に対して可能な最節約的な形質状

態配置の集合（特性区間： Swofford and Madｭ

dison, 1987 のいう "MPR set") は，それに隣

接する HTU の Farris 区間すべての中央値（メ

ジアン）である．このステップ l は，末端の

OTU から指定された HTU に向かう「求心的」
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置ヽ゜ターンの集合において，次の二つの対照的な配罹

パターンの存在を指摘した（図 12 参照）：

DELTRAN 最適化配置（形質変換遅延最適化配

覆）

形質状態の変化ができるだけ分岐図の末端近く

で生じるように HTU の形質状態を決定する．

その結果，形質の収敏回数が最大化される．

ACCTRAN 最適化配置（形質変換促進最適化配

置）

形質状態の変化ができるだけ分岐図の根本近く

で生じるように HTU の形質状態を決定する．

その結果，形質の逆転回数が最大化される． こ

れは， Farris (1970) のアルゴリズムに基づ＜

配置方法である．

Swofford and Maddison (1987) の論文では順序的

形質だけが議論されていたが，塩基配列データのよう

な非順序的形質にも同様の ACCTRAN/DELTRAN

的配置が存在する（三中・斎藤， 1993).

しかし， この ACCTRAN/DELTRAN 的配證が，

枚挙されたすべての HTU 形質状態配置のベクトル空

間の中でどのように特徴づけられるのかという問題は

まだ未解決である． この問題へのアプローチとして，

このベクトル空間に要素間の大小関係に基づく以下の

半順序関係►を渫入する（三中， 1991 付録参照）：ぁ

る与えられた分岐図の n 個の HTU における仮想的形

質状態を要素とする二つの n 次元ベクトル

a=(ai, a2, ... , an), b=(加 b2, ... , bn) 

に対して，

v'i, a;:c:;b; • a •b 

により半順序関係►を定義する． この半順序関係►を

導入した n 次元ベクトル空間には最大元と最小元の

存在し，それはそれぞれ ACCTRAN 最適化ベクトル

と DELTRAN 最適化ベクトルに対応することが予想

されている．これは，その n 次元ベクトル空間が束を

形成しているのではないかという予想である．

仮想的形質状態のベクトル空間が半順序関係►に関

して構造化できたならば， ACCTRAN/DELTRAN

的配置を含むすべての仮想的形質状態の配置パターン

を体系化することができるだろう．具体的にいうと，

ある分岐図の参照分岐点に対して根に向かう方向の局

所的 ACCTRAN/DELTRAN 化および末端に向かう

方向の局所的 ACCTRAN/DELTRAN 化という二種

類の形質復元方法を考えることができる．図 12 は，

図 11 で復元した特性区間 (MPR set) に甚づいて，す

べての可能な HTU 形質状態配岡パターンを表示した

ものである．図の中の矢印は►に基づく半順序関係で

ある．

仮想的形質状態配骰は，最近の進化生態学で問題に

なっている「比較法」 (comparative method) と密接

に関係している（三中， 1991). 形質進化の説明を行
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なう場合，系統関係の影響は無視できない (Felsens­

tein, 1985a). 自然選択の観点から形質進化を説明す

るに当たって系統の情報をどのように組み込むかに関

しては，いくつも提案がなされている (Pagel and 

Harvey, 1988; Harvey and Pagel, 1991). ここでは，

分岐図の樹形を利用する比較法 (Maddison, 1990) に

伴う問題点を以下で指摘したい．

分岐図の上である形質がどのように進化したかをト

レ一スするためには， HTU 形質状態配置をまず決定

しなければならない．例えば， Maddison (1990) の提

唱する形質の相関性の検定は，対象となる二つの形質

の分岐図上での仮想的形質状態配置が前もって与えら

れていることを前提とする． その際 HTU 配岡が異

なるときに検定結果がどの程度影態を受けるのかとい

う問題は，詳しく調べる必要がある．分岐図を用いた

比較法を行なうに当たっては，複数の最節約分岐図お

よび複数の最節約 HTU 形質状態配置という二つの問

題に直面する．第ーの最節約分岐図の複数解の問題

は，例えばそれらの分岐図の構造的類似性に基づく要

約 (Maddison, 1991), あるいは分岐図の信頼性また

は強度に基づ＜菫みづけによる絞り込み（青木璽幸コ

メント）によって，解決されるかもしれない．また，

第二の問題については，形質進化に関する事前情報に

基づ< HTU 配骰の重みづけによって，あるいは分子

レベルの配列データの場合には適当な形質進化モデル

のもとでの HTU 配置の尤度を計算することにより，

より少数の配骰パターンを選択できるようになるかも

しれない（三中ほか， 1993). また，シミュレーション

による HTU 配罹の影響の評価 (Maddison, 1990) も

行なう必要があるだろう． これらに関しては，さらに

研究すべき課題が山積している．

5. 有限性との格闘

本稿では，分岐分析に関連するいくつかの組合せ論

的問題を論じた．分岐図の枚挙あるいは HTU 形質状

態配置の枚挙は，本質的に組合せ論的枚挙の問題であ

る. Stanley (1986) が指摘するように，組合せ論的枚

挙がある有限集合の要素を枚挙することであるなら

ば，枚挙されるべき対象と枚挙の行なわれる場をつね

に明示することが重要だろう．分岐図の枚挙は Pゆ(S))

という有限集合の上で行なわれる．ー方， HTU 形質

状態配置の枚挙は OTU 形質状態と分岐図の樹形に

よって制約された形質ベクトル空間の上で行なわれ

る．分岐図や系統樹は逐次的に構築すべきものであっ

て枚挙すべきものではないという見解もありうるだろ

うが，それは系統分類学における樹状図が，何らかの

順序関係に基づいて構築された離散的な構造であると

いう本質を見逃している. OTU という離散的な存在

を相手にしてその離散構造を追究する以上，枚挙は避

けられない．ある分岐図や HTU 形質状態配閥が生物

学的にありえないといった議論が成立するのは，それ

らの離散構造の枚挙が完全に行なわれることを前提と

している． この点は，特定の分岐図および HTU 形質

状態配懺を前提にして形質進化を論じる比較法にとり

わけよ＜当てはまる．

有限なものをすぺて数え上げるという行為は， とも

すれば連続的な量の変化を扱う研究に比べて低く見ら

れているらしい（秋山， 1991). しかし，有限性にまと

もに取り組むと深刻な問題が生じる最節約分岐図を

枚挙する有効なアルゴリズムの構築が不可能に近いと

いう宣告を下している NP 完全性はその代表である．

系統分類学者は， この枚挙の問題をもっと真剣に考え

るべきだろう． もちろん，系統分類学に付随する組み

合わせ論的問題の解決は，狭義の系統分類学者には荷

が重すぎるかもしれない． もっと多くの離散数学研究

者がこの分野に関心を向けることを期待したい．離散

数学研究者にとって「おいしい問題がそこにも， ここ

にも」という秋山 (1991) の言葉は，現在の系統分類学

の状況を的確に言い表している．

現代の系統分類学は，従来用いられてきた形態的形

質ばかりでなく，近年急速に蓄積されてきた DNA な

ど遺伝子レベルの配列データをも同時に考察しなけれ

ばならない． しかし，たとえ大量の分子データを用い

たとしても，それに基づいて系統推定を行なうときに

は，解決を要するさまざまな組合せ論的問題が横た

わっている．系統推定の問題は用いるデータの種類

（分子か形態か）によって解決されるのではない．どの

ような方法論によって分岐図を構築するのか，そして

その方法論に付随する数学的問題をどのように解決す

るのかという点こそ重要なのである．
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Phylogeny estimation based on the principle of 

parsimony has several conceptual and comｭ

putational problems, which can be approached 

with the aid of discrete mathematics (combiｭ
natorics, graph theory and partial order theory). In 

this paper I will discuss three combinatorial probｭ

!ems in the cladistic method in biological systematｭ

ics and phylogenetics. 

The first problem arises in searching the most 

parsimonious cladogram(s) under a given characｭ

ter state data matrix. If cladogram is defined to be 
a particular type of finite set partially ordered by 

inclusion relation among taxa (Minaka,1987), any 

set of cladograms can be represented in a single, 

partially reticulated, Hasse diagram. Phylogenetic 

tree is conceptually different from cladogram beｭ

cause the former is a partially ordered set defined 

by another different relation, ancestor-decendent 
relation. Moreover, any set of cladograms can be 

embedded in a Boolean algebra. It enables us to 

define two cladogram operations (direct sum and 

direct product: Minaka, 1990) and to measure the 

order information of one or more cladograms. 

Direct sum of cladograms generates a single, parｭ

tially reticulated, graph embedded in a Boolean 

algebra whose dimension is equal to the number of 

OTUs of each cladogram. Algebraicalty interｭ

preted, such a reticulated graph includes all comｭ

ponent information of the original set of cladoｭ

grams. Direct product of cladograms also produces 

a single reticulated graph. But in this case the 

resultant graph can be embedded in a Boolean 

algebra whose dimension is higher than that of 

any of the original cladograms. These cladogram 

operations can be utilized in combining the inforｭ

mation of more than one cladogram succinctly. An 

additional merit of adopting the partial-order conｭ

cept of cladogram is that the information content 

of one or more cladogram can be quantified as the 
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relative number of linear extensions. The number 
of linear extensions associated with a cladogram is 
calculated from the Hasse diagram constructed 
from the set of all order ideals of the cladogram. 
The second problem is associated with treeｭ
length distribution. Some combinatorial propｭ
erties of tree-length distribution are discussed with 
reference to the joint and marginal distribution of 
the lengths of cladograms. The joint distribution 
of the lengths of cladograms is a frequency distriｭ
bution in a multidimensional space spanned by 
character axes. Tree-length distribution is derived 
from a projection of the joint distribution onto the 
axis of total length. The reduction of dimensionalｭ
ity associated with the projection implies the loss 
of information. In fact tree-length distribution is 
insensitive to the topological difference among 
equally parsimonious cladograms, because the diｭ
rection of the projection is orthogonal to the axis 
of total length such that the topologically sepaｭ
rated clusters of cladograms with equal total 
length are mixed together. 
The third problem is concerned with how to re-

construct in a parsimonious way the hypothetｭ
ical character-states assignable to the hypothetical 
taxonomic units (HTUs) at the interior points of a 
cladogram. Farris (1970) and Swofford and Maddiｭ
son (1987) proposed a method for HTU reconstrucｭ
tion for an ordered character. Recently Hanazawa, 
Narushima and Minaka (1992, to appear) develｭ
oped another, more efficient, recursive algorithm 
for HTU reconstruction. They proved and generalｭ
ized several propositions about parsimonious HTU 
reconstruction, some of which were mentioned 
without full proof in Swofford and Maddison 
(1987). When there exist two or more equally 
parsimonious reconstructions of HTU character 
states, the set of all parsimonious HTU reconstrucｭ
tions can be treated as a vector space (lattice) 
partially ordered by a binary relation. ACCTRAN 
and DEL TRAN reconstructions are supposed to be 
the maximal and minimal elements, respectively, 
in the vector space. The way of reconstructing the 
character states of HTU may affect the comｭ
pararive analyses in behavioral ecology and socioｭ
biology. 
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